
AUTOMORFISMOS DE UNA VARIEDAD
ALGEBRAICA PROYECTIVA
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Abstract. Un automorfismo de una variedad algebraica X es un
morfismo invertible de ella, el grupo de todos los automorfismos
de X, denotado por Aut(X) es un invariante importante de X. El
estudio de la acción de Aut(X) en objetos como Pic(X) (grupo
de Picard), y los grupos de cohomoloǵıa Hp(X,C), pueden usarse
para el estudio de la variedad X.

En esta charla de carácter general e introductorio, se revisará
este concepto en el caso de algunas variedades proyectivas y se
presentará la estructura y descripción del grupo Aut(X) en algunos
casos particulares. Cualquier corrección y/o observación a estas
notas preliminares el altamente bienvenida.

1. Tipos de automorfismos

Sean X ⊂ PN e Y ⊂ PM variedades algebraicas proyectivas definidas
por ideales homogéneos I ⊂ k[t0, ..., tN ] y J ⊂ k[u0, ..., uM ] respectiva-
mente. Sea Φ : k[u0, ..., uM ]/J → k[t0, ..., tN ]/I un homomorfismo dado
por polinomios P0, ...PN ∈ k[t0, ..., tN ] cuyas clases laterales módulo I
son imagenes de los ui módulo J.

Si todos los P0, ...PN son homogéneos de grado d para algun d ≥ 0 y
el ideal generado por I junto a los P0, ...PN is irrelevante (contiene al
ideal k[t0, ..., tN ]≥s) entonces:

(a0, ..., aN) → (P0(a0, ..., aN), ..., PM(a0, ..., aN))

determina una aplicación regular f : X → Y .

Un automorfismo regular de X es una aplicación regular f : X → X
que tenga inversa regular.

Tipos de automorfismos

SeaX una variedad algebraica yK(X) su cuerpo de funciones racionales.
Una aplicación f : X → X es un automorfismo birracional de X si la
aplicación f ∗ : K(X) → K(X) es un isomorfismo de k-algebras.
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Tenemos tres tipos de automorfismos, los automorfismos birracionales
denotados por Bir(X), los automorfismos regulares denotados por Aut(X)
y el subgrupo de los automorfismos lineales denotados por Lin(X) =

{f ∈ Aut(X)/∃f̃ ∈ Aut(PN)/f̃/X = f}

Sobre la inmersión

Sea X ⊆ PN entonces existe una aplicación Φ : X ↪→ PN , la que
induce Φ∗ : Pic(PN) → Pic(X), Φ∗(O(1 ·H)) es un haz invertible que
es generado por las secciones globales si = Φ∗(xi).

Rećıprocamente si L es un haz invertible en X y s0, s1,...,sN son
secciones globales si ∈ H0(X,L) que generan L, entonces existe una
única aplicación ΦL : X ↪→ PN de manera que Φ∗

L(O(1 · H)) = L y
además si = Φ∗

L(xi).

El caso X ∼= PN

En el caso X ∼= PN se tiene:

Lin(PN) = Aut(PN) = PGL(n+ 1, k) ⊂ Bir(PN)

Cada elemento A ∈ GL(N +1, k) induce un automorfismo del anillo
k[x0, x1, ..., xN ] y entonces un automorfismo de PN . Como λA induce el
mismo automorfismo PGL(N +1, k) opera como grupo de automorfis-

mos de PN . Además si Ã opera trivialmente fija e0 = (1, ..., 0),...,eN =
(0, ..., 1) y (1, ..., 1), entonces es la identidad en PGL(N + 1, k).

Por otra parte, si f ∈ Aut(PN), el automorfismo f induce un au-
tomorfismo f ∗ de Pic(PN), como Pic(PN) ∼= Z, hay dos posibilidades,
f ∗((O(1 · H)) = O(1 · H) o f ∗((O(1 · H)) = O(−1 · H) , obtenemos
solamente el primer caso, ya que O(−1 ·H) no tiene secciones. Como
f ∗((O(1 · H)) = O(1 · H), f∗(xi) es una base del k-espacio vecto-

rial H0(PN ,O(1 · H)) y obtenemos los elementos si =
∑N

j=0 aijxj con

A = (aij) una matriz invertible.

Se puede notar que Aut(PN) = PGL(N+1, k) es un grupo algebraico
(N + 1)2 − 1-dimensional.

Se tiene por ejemplo que f(x0, x1, x2) = (x1x2, x0x2, x0x1) ∈ Bir(P2)
pero no pertenece a Lin(P2).

Algunas preguntas

Se tienen las siguentes preguntas naturales:

(1) Cuando se tiene Bir(X) = Aut(X)?
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(2) Cuando cada automorfismo de Aut(X) es inducido por un au-
tomorfismo de Aut(Pn) = PGL(n+ 1, k) ?

(3) Cuando Aut(X) es un grupo finito ?
(4) Como interviene el grupo de Picard ?
(5) Como interviene la cohomoloǵıa Hk(X,C) ?
(6) Como interviene la clase canónica KX ?
(7) Que resultados se tienen si X es lisa ?

Nos concentraremos fundamentalmente en los automorfismos regu-
lares y los automorfismos lineales.

Sea X una variedad algebraica proyectiva de dimensión n y grado d
de PN denotamos por IX = (g1, ..., gr) al ideal homogéneo de X. Sea
f ∈ Aut(PN), X es invariante bajo f si f(IX) = IX , en este caso se
tiene que Aut(X) es un grupo algebraico lineal definido por ecuaciones
de grado a lo más d. Entonces Aut(X) puede ser un grupo finito (0-
dimensional) o puede tener dimensión mayor que 0.

2. Curvas

Sea X una curva lisa de género g se tiene:

Aut(X) ∼= Bir(X)

Aut(X) es finito y | Aut(X) |≤ 84(g − 1) (Hurwitz).

Además si φ es un automorfismo de orden primo p > g entonces
p ≤ 2g + 1 o p = g + 1, cuando estos números sean primos.

Pic(X) no es un grupo discreto.

Sea X una curva proyectiva lisa de género g, para cada divisor
D ∈ Pic(X) se tiene D =

∑
nipi y el grado de D es deg(D) =

∑
ni

determina deg : Pic(X) → Z. Se denota por ker(deg) = Pic0(X) a los
divisores de grado 0.

De la sucesión exacta

{0} → Z → O → O∗ → {0}

se tiene:

→ H1(X,Z) → H1(X,O) → H1(X,O∗) → H2(X,Z) → H2(X,Z)

como Pic(X) puede ser identificado a H1(X,O∗) y H2(X,Z) = Z la
aplicación deg : Pic(X) → Z puede ser identificada con la aplicación
c1 : H1(X,O∗) → H2(X,Z) entonces Pic0(X) ∼= H1(X,O)/H1(X,Z)
es una variedad abeliana. Si g > 0, Pic(X) no es un grupo discreto.
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La cohomoloǵıa permite asociar a X un nuevo objeto la variedad
jacobiana J (X).

Para los números de Betti se tiene: b0 = 1, b1 = 2g y b2 = 1.

Para la cohomoloǵıa se tiene: H1(X,C) = H0(X,Ω1) ⊕ H1(X,Ω0)
donde dimH0(X,Ω1) = dimH1(X,Ω0) = g. Sea j : H1(X,Z) ↪→
H1(X,C) la inclusión entonces J (X) = (H0(X,Ω1))∗/j(H1(X,Z)) es
un toro complejo g-dimensional, el cual admite una polarización prin-
cipal H inducida por la forma de intersección en la curva. El par
(J (X), H) es una variedad abeliana principalmente polarizada de di-
mensión g, llamada la jacobiana de la curva X.

Cada φ ∈ Aut(X) induce aplicaciones φh : H1(X,Z) → H1(X,Z)
y φc : H0(X,Ω1) → H0(X,Ω1) que preservan la polarización, por lo
tanto induce un automorfismo φ en la jacobiana (J (X), H) .

Los automorfismos de una v.ap.p forman un grupo finito

La clase canónica permite obtener un realización proyectiva.

Sea X curva de género g, K el divisor canónico y D un divisor
(Riemann-Roch):

l(D)− l(K −D) = degD + 1− g

l(K) = dimH0(X,K) = g y degK = 2g − 2

Si X no es hipereĺıptica K determina una incrustación canónica ΦK :
X → Pg−1. El modelo canónico ΦK(X) ⊂ Pg−1 es llamado la curva
canónica.

3. Curvas nodales

Una curva X es una reunión finita y conexa de curvas reducidas e
irreducibles, X es nodal o preestable si tiene solamente puntos dobles
como singularidades. En este caso se puede ver que Aut(X) no es
necesariamente finito.

X = {(x0, x1, x2) ∈ P2/x0x1x2 = 0}

es una curva nodal y Aut(X) es un grupo algebraico 2-dimensional.
Si G0 = {diag(a, b, c)/a, b, c ∈ C − {0}} entonces: Aut(X) es una
extensión de G0 por el grupo simétrico S3.

Sea X una curva nodal, si cada componente racional Xi de X corta
al resto de la curva en al menos 3 puntos entonces X es una curva
estable. Si X es una curva estable entonces Aut(X) es un grupo finito.
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Si f : X → X es la normalización y x1, ..., xn, y1, ..., yn son puntos
de X tales que zi = f(xi) = f(yi) 1 ≤ i ≤ n son puntos dobles de X.
Denotamos ωX el haz cuyas secciones son 1-formas η regulares en X
excepto por polos simples en los xi e yi y con Resxi

(η) + Resyi(η) = 0.

De un resultado de Deligne-Mumford cada curva estable X de género
g puede incrustarse en P5g−6 utilizando las secciones de ω⊗3

X [11]. En-
tonces Aut(X) es un subgrupo algebraico finito de PGL(5g − 5,C).

El concepto de superficies de Riemann con nodos es introducido por
Bers [9], es equivalente al concepto de curvas estables (sobre C) y hay
relaciones y analoǵıas interesantes con la geometŕıa hiperbólica.

4. Superficies

Dimensión de Kodaira

Sea X una superficie proyectiva, KX su clase canónica y ωX el haz
canónico. Se denota por Pn = dimH0(X,O(nK)) = dimH0(X,O(ω⊗n

X )).
El anillo graduado R(KX) = ⊕n≥1H

0(X,O(nK)) se llama el anillo
canónico de la superficie. El haz ω⊗n

X (el sistema lineal de divisores)
determina una aplicación ΦnKX

: X → PPn−1.

La dimensión proyectiva de R(KX) es llamada la dimensión de Ko-
daira de X y denotada por κ(X), se puede también interpretar como
la dimensión de la imagen de ΦnKX

para n grande o el menor entero
κ(X) tal que la sucesión Pn

nκ(X) es acotada. Para una superficie se tiene
κ(X) ∈ {−1, 0, 1, 2}. Una superficie proyectiva X es de tipo general si
κ(X) = 2.

El teorema

Proposition 4.1. Sea X una superficie proyectiva de tipo general en-
tonces | Aut(X) |< ∞.

La aplicación ΦnKX
: X → PPn−1 es Aut(X)-invariante. Si denota-

mos por Pn−1 = N y ΦnKX
(X) = Z entonces Aut(X) se identifica con

G = {φ ∈ Aut(PN)/φ(IX) = IX} el cual es un subgrupo algebraico de
PGL(N,C).

Si G tiene dimensión positiva entonces contiene al menos un sub-
grupo 1-dimensional H y de un teorema de Rosenlicht [15] se tiene que
Z ∼= P1 × Z/H y X seŕıa reglada, lo cual es absurdo.

Ya más adelante veremos que | Aut(X) |< ∞ no implica que X sea
de tipo general.
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Algunos ejemplos

Algunos ejemplos de superficies de tipo general con grupo de auto-
morfismos, ”eventualmente” describibles.

Sea X una hipersuperficie lisa de grado 3 de P4, la variedad de rec-
tas de P4 contenidas en X, denotada por F (X) es una variedad 2-
dimensional de tipo general llamada la superficie de Fano [10].

Cualquier superficie lisa de P3 de grado al menos 5 es una superficie
de tipo general.

Sean C1 y C2 dos curvas de géneros g1 y g2 respectivamente y un
grupo G operando en C1 y C2. Si | G |= (g1 − 1)(g2 − 1), G opera

en S̃ = C1 × C2 sin puntos fijos y C1/G y C2/G son curvas racionales

entonces el cociente S̃/G = S es una superficie de tipo general llamada
una superficie de Beauville. Notar que pg = 0 y q = 0 [1].

5. Hipersuperficies

Denotaremos porXd
n una hipersuperficie lisa de grado d de Pn+1, con-

sideramos n ≥ 2 y d ≥ 3. Se tiene el siguente resultado de Matsumura
y Monsky [16]:

El teorema de Matsumura y Monsky

Proposition 5.1. Para cada n ≥ 2 y d ≥ 3 y (n, d) ̸= (2, 4) se tiene:
Aut(Xd

n) es finito y Aut(Xd
n) = Lin(Xd

n)

Se tiene lo siguentes resultados de Liendo, A y V.G.A [13].

Proposition 5.2. Para cada n ≥ 2 y d ≥ 3 y (n, d) ̸= (2, 4) se tiene:
Un número primo p es el orden de un automorfismo de Xd

n si y sola-
mente si p divide a d−1 o existe l ∈ {1, ..., n+2} tal (1−d)l ≡ 1 mod p.

Proposition 5.3. Para cada n ≥ 2 y d ≥ 3 y (n, d) ̸= (2, 4) se tiene:
Si un número primo p es el orden de un automorfismo de Xd

n entonces
p < (d− 1)n+1.

Asi por ejemplo para X3
2 el primo maximal es p = 5, para X3

3 el
primo maximal es p = 11 y para X4

3 el primo maximal es p = 61.

6. Superficie cúbica lisa

Sea X3
2 una hipersuperficie lisa de grado 3 de P3 es conocido que ella

puede ser obtenida como el estallido de
∑

= {p1, p2, ..., p6} puntos de
P2 en posición general.
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Sea S la superficie obtenida por el estallido de
∑

en P2, π : S → P2

(1) Pic(S) ∼= Z7, generado por l y e1, ..., e6, donde e1, ..., e6 son
las clases de equivalencia lineal de las 6 rectas excepcionales
E1, ..., E6.

(2) l2 = 1, e2i = −1, l · ei = 0 y ei · ej = 0 para i ̸= j.
(3) La clase canónica KS = −3l +

∑e
i=1 ei.

Sea D el sistema lineal de cúbicas planas pasando por los 6 puntos de∑
entonces consideramos D̃ en S, se tiene dim(D̃) = 10 y el determina

una aplicación ΦD̃ : S → P3 como D̃ =| π∗(3l)−E1− ...−E6 | el grado
de ΦD̃(S) en P3 es 9−6. Se puede probar que el triple (Pic(S), KS, )̇ es
isomorfo al sistema de raices E6 [6]. Cada automorfismo de X3

2 es un
isomorfismo de E6 que preserva la base canónica, entonces Aut(X3

2 ) se
inyecta en el grupo de Weyl W (E6). Tenemos una superficie X3

2 que
no es de tipo general con Aut(X3

2 ) finito.

Para el orden del grupo de Weyl se tiene | W (E6) |= 27 · 34 · 5 [2].

Se puede utilizar una cota superior más general de Andreotti [8]:

Si X ⊂ PN es la única componente irreducible de dimensión máxima
de la intersección de hipersuperficies de grado≤ m entonces | Lin(X) |≤
m(N+1)2 .

En nuestro caso Aut(X3
2 ) ≤ 316 = 34 · 37 · 35

El grupo más grande que aparece es el grupo de automorfismos de
la superficie cúbica de Fermat:

x3
0 + x3

1 + x3
2 + x3

3 = 0

cuyo orden es 23 · 34.

7. Sólido cuártico y racionalidad

Sea X4
3 una hipersuperficie lisa de grado 4 de P4, para X4

3 se tiene
un notable resultado de Iskovskikh y Manin [14].

Bir(X4
3 ) = Aut(X4

3 )

Este resultado implica que X4
3 no es racional ( birracional a P3).

Los primos admisibles para Aut(X4
3 ) son {2, 3, 5, 7, 61}

Se tiene de A.L.R y V.G.A [13].

Proposition 7.1. Una hipersuperficie lisa Xd
n admite un automorfismo

de orden primo p > (d− 1)n si y solamente si es isomorfa a la hyper-
superficie de Klein, n = 2 o n+ 2 es primo y p = Φn+2(1− d).
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Para X4
3 ,

n+ 2 = 5 61 > (4− 1)3 = 27

Φ5(−3) = (−3)4 + (−3)3 + (−3)2 + (−3)1 + 1 = 91− 30 = 61

entonces si X4
3 admite un automorfismo de orden 61 ella es isomorfa a

la hipersuperficie de Klein:

x3
0x1 + x3

1x2 + x3
2x3 + x3

3x4 + x3
4x0 = 0

el automorfismo φ se realiza con una matriz diagonal

φ = diag{ζ1, ζ58, ζ9, ζ34, ζ20}

La caracteŕıstica de Euler de Xd
n esta dada por

χ(Xd
n) = n+ 2 +

(1− d)n+2 − 1

d

vale la pena notar que:

χ(Xd
n) = d[χ(Pn)− χ(Xd

n−1)] + χ(Xd
n−1)

donde χ(Pn) = n+ 1 y χ(Xd
1 ) = 3d− d2.

Por ejemplo la hipersuperficie xd
0 + xd

1 + ...+ xd
n + xd

n+1 = 0 de Pn+1

puede realizarse como un revestimiento de grado d de Pn, ramificado a
lo largo de la hipersuperficie xd

0 + xd
1 + ...+ xd

n = 0 de Pn.

En nuestro caso tendremos que χ(X4
3 ) = −56, por otra parte del teo-

rema de la sección hiperplana de Lefschetz y de la dualidad de Poincaré
se tiene que los numeros de Betti para X4

3 son b0 = b2 = b4 = b6 = 1 y
b1 = b5 = 0 de donde 4− b3 = −56, entonces dimZH

3(X4
3 ,Z) = 60

Para la cohomoloǵıa de H2(X4
3 ,C)

H2(X4
3 ,C) = H0(X4

3 ,Ω
3)⊕H1(X4

3 ,Ω
2)⊕H2(X4

3 ,Ω
1)⊕H3(X4

3 ,Ω
0)

Como Ω3
Xd

n
= ωXd

n
= OXd

n
(d − (n + 1)), H0X4

3 ,Ω
3) = H3X4

3 ,Ω
0) =

{0}.
Supongamos que Xd

n esta dada por una forma F de grado d en las
indeterminadas x0, ..., xn+2, sea Sl = H0(Pn+1,OPn+1(l)) y S = ⊕lS

l.
Sea JF = ⊕lJ

l
F el ideal jacobiano homogéneo de F generado por las

derivadas parciales ∂F
∂xi

y Rl
F = Sl/J l

F la l-ésima componente del anillo

jacobiano RF = S/JF . Se tiene [7]:

Hn+1−r,r−1(Xd
n) = Rrd−n−2

F
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Si queremos calcular una base de H1(X4
3 ,Ω

2) debemos tener n = 3,
r = 2 y d = 4 entonces

H2,1(X4
3 ) = R3

F

como el espectro de una transformación lineal es independiente de la
base, elejimos

F = x4
0 + x4

1 + x4
2 + x4

3 + x4
4

tendremos R3
F = S3((C5)∗)/(x3

0 + ....+ x3
1)

Entonces una base para H2,1(X4
3 ,C) es

{xixjxk ∈ S3(V ∗) | 0 ≤ i ≤ j ≤ k ≤ 4, i ̸= j ̸= k}

La jacobiana intermedia J (X4
3 ) es una v.a.p.p de dimensión 30. Para

el espacio tangente T0J (X4
3 ) = H1,2(X4

3 ) = H2(X4
3 ,Ω

1).

Se considera la aplicación inducida φ̃ : H1,2 → H1,2, para su espectro
spec(φ̃) = C se tiene: C ∩ C = ∅ y C ∪ C = F∗

61 y entonces es una
v.a.p.p con multiplicacion compleja y es entonces una componente 0-
dimensional del lugar singular del espacio de moduli de v.a.p.p. de
dimensión 30 [12]. Se puede demostrar que (J (X4

3 ), H) esta contenido
en otra componente lugar singular, por lo tanto no es un punto aislado
[12], [13].
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