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1. Morfismos holomorfos entre toros complejos

Sean L, M reticulados en C y C/L, C/M los respectivos toros complejos. Queremos estudiar la es-
tructura de los morfismos holomorfos entre C/L e C/M. Primero debemos recordar algunos conceptos de
topologfia.

1.1. Recuerdo sobre cubrimientos

Definicién 1 (Cubrimiento) Sea X espacio topoldgico. Un cubrimiento de X es un par (X,p) donde
X es espacio topologico, p : X — X es continua, sobreyectiva y para cada x € X existe vecindad abierta
U de x tal que:

1. pYU) = U; U; union disjunta de abiertos U; € X
2. plg, : U; — U homeomorfismo
Por ejemplo si w7, : C — C/L es la proyeccién natural, entonces (C, 7 ) es cubrimiento de C/L.

HecHo 1: Si (X,p) es cubrimiento de X y ():(, q) es cubrimiento de X, entonces ():(, q) es cubrimien-
to de X.

LEMA 1 Sean X,Y superficies de Riemann con X compacta y F : X — Y morfismo holomorfo no
constante sin puntos de ramificacion. Entonces (X, F') es cubrimiento de Y.

Demostracién del Lema 1: Sabemos que F' es continua y sobreyectiva. Si y € Y entonces:
FYy) ={x1,- - ,an} , donde N = OF

pues F' no tiene puntos de ramificacién. Para (V1)) carta de Y centrada en y existen (U;, ¢;) cartas en X
centradas en z; tales que F'(U;) C V y con versiones locales:

YoFodl(z)=z

Dado que X es Hausdorff podemos achicar los Uj si es necesario y suponer que U; NU; = @ cuando i # j.
Tomar:

V=[FW)

N
J=1

—_



Entonces V es vecindad abierta de y, F~'(V) = U?{:1 U; unién disjunta de abiertos de X y Flg, U=V
es biyectiva. Tenemos ademas el diagrama conmutativo:

i~

¢i(U;) ——=

T

donde i denota inclusiéon. Dado que ¢;, F|5 , 1 son biyectivas se debe tener que i es biyectiva. Como ¢, i,
son homeomorfismos se concluye que F|g es homeomorfismo

Definicién 2 (Espacio localmente arco-conexo) Un espacio topoldgico X se dice localmente arco-
conexo si para cada x € X y V vecindad de x existe U C V wvecindad de x que es arco-conexa.

HecHO 2: Toda superficie de Riemann es localmente arco-conexa.

HECHO 3: Si X es localmente arco-conexo y tenemos (X1,p1), (X3, p2) cubrimientos de X con Xi, X,
simplemente conexos, entonces existe f : X; — X, homeomorfismo tal que p; o f = p;.

Definicién 3 (Cubrimiento Universal) Si X es localmente arco-conezo y (X,p) es cubrimiento de X
con X simplemente conexo, diremos que (X,p) es cubrimiento universal de X.

1.2. Descripcién de los morfismos holomorfos F': C/L — C/M con F(0) =0

Sea F': C/L — C/M morfismo holomorfo no constante con F'(0) = 0. Por férmula de Riemann-Hurwitz
se conluye que F' es no ramificada, luego (C/L, F') es cubrimiento de C/M (por Lema 1). Dado que (C, )
es cubrimiento de C/L entonces (C, F' o 71,) es cubrimiento de C/M (por Hecho 1). Mas atn (C, F o 7))
es cubrimiento universal de C/M (por Hecho 2). Pero (C, 7)) tambien lo es, luego existe G : C — C
homeomorfismo tal que el diagrama:

T G T
C/L—E-C/M

es conmutativo (por Hecho 3). Como F'(0) = 0 se debe tener G(0) € M. Componiendo G con una traslacién
por G(0) podemos suponer G(0) = 0 pues 7y no distingue traslaciones por elementos de M.

LEMA 2 G es holomorfa.

Demostracién del Lema 2: Sea = € C. Escogemos vecindades abiertas A de z y B de G(z) tales que
mrla: A= m(A) y muls 1 B — ma(B) sean homeomorfismos. Dado que G es homeomorfismo podemos
achicar A si es necesario de manera que G(A) C B. Luego F(r(A)) C mp(B) y para a € A se tiene:

G(a) = mylp' o Fomp|a(a)

pero 7TM|E,1 o Fomy|a es la version local de F' luego es analitica y por lo tanto G' es holomorfa



LEMA 3 G es C-lineal (no nula).

Demostracién del Lema 3: Si z € C y | € L entonces G(z + 1) = G(z) (mod M) es decir existe
m(z,l) € M tal que G(z + 1) — G(z) = m(z,1). Pero para [ fijo la funcién m(z,[) es analitica y dado que
C es conexo y M discreto m(z,1) debe ser constante. Asi m(z,[) es independiente de z. Luego derivando
con respecto a z en la igualdad G(z + 1) — G(z) = m(z,() obtenemos:

G'(z+1) —G'(z) =0

Luego G’ toma todos sus valores en un paralelogramo fundamental del reticulado L. Como dicho par-
alelogramo es compacto entonces G’ debe ser acotada. Pero G’ es entera luego debe ser constante.
Asi G(z) = az+ . Como G(0) = 0 se concluye que 5 = 0y por lo tanto G(z) = az (se tendrd a € C\ {0}
pues F' es no constante) g

Obervar que G(L) C M luego se debe tener al, C M. En conclusién tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 1 Si F': C/L — C/M es morfismo holomorfo con F(0) =0 entonces F' estd inducido por una
funcion C-lineal G : C — C de la forma G(z) = az donde o € C cumple oL, C M.

1.3. Descripcién general de los morfismos holomorfos F': C/L — C/M

Observemos que si § € C entonces z — z + [ desciende a un automorfismo 7 : C/M — C/M. Luego
si F: C/L — C/M es morfismo holomorfo con F(0) = [5]5 entonces g0 F': C/L — C/M es morfismo
holomorfo con F(0) = 0. Por Teorema 1 existe « € C con oL C M tal que T_p o F([2]1) = [az]um.
Ast F([z]L) = [az + []. En conclusién tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 2 Sea F' : C/L — C/M morfismo holomorfo. Existen a, € C con oL C M tales que F
estd inducido por la funcion G : C — C definida por G(z) = az + 5. Ademdas puede tomarse f =0 si y
solo si F(0) =0

Notar que el reciproco tambien se cumple, es decir si «, 5 € C con aL C M entonces G : C — C definida
por G(z) = az + (8 desciende a un morfismo holomorfo F' : C/L — C/M con F(0) = [5]a. Ademds en
el caso en que pueda tomarse 8 = 0 (es decir cuando F'(0) = 0) se tendra que F' es homomorfismo de grupos.

Terminamos esta subseccion con:

TEOREMA 3 Sea F': C/L — C/M inducida por G(z) = az+f con a € C\{0} tal que oL C M. Entonces
OF = [M : aL]. En particular F' es isomorfismo si y solo si aL = M, en cuyo caso F~' esta inducida por

G l(z)=al(z—p1).
Demostracién del Teorema 3: Sabemos que F' no ramifica (por féormula de Riemann-Hurwitz) luego:
F_l([ﬁ]M) = {[21]L, s ,[ZN]L} , donde N = 0F

Como F([z]L) = [az; + By = [B]m se debe tener az; € M. Asi:

N
Uazi—l—aLgM

i=1



Y sim € M entonces F ([2],) = [m + B]a = []ar luego existe i € {1,..., N} tal que:

=], -

(67

Por lo tanto existe [ € L tal que:

m
«

Asim = az; + al € az; + L. En conclusion:
N
M C U oz, + ol
i=1
y tenemos entonces la igualdad de los conjuntos. Finalmente observar que si ¢ # j entonces:
2i—2 ¢ L= az—az; &al
Es decir:
N
M = |_| az; + L (unién disjunta)
i=1

Esto demuestra el resultado. En el caso en que al, = M se tiene 0F = 1 y por lo tanto F' es isomorfismo
(inversa inducida por z — a~1(z — f3)) g

COROLARIO 1 Los toros complejos C/L y C/M son isomorfos si y solo si existe « € C\ {0} tal que
al =M.
2. Clasificaciéon de toros complejos segin isomorfia

En esta seccién queremos clasificar las superficies de Riemann de género 1 (toros complejos) segin
isomorfia. Para ello recordamos:

HecHO 4: Todo toro complejo C/L es isomorfo a un toro del tipo C/L, donde L, = (1,7)z y 7 € C
tiene parte imaginaria positiva.

Asfi basta clasificar los toros del tipo C/L,. Usaremos el siguiente resultado:

LEMA 4 Sean Ly = (1,7)z y Lo = (1,79)z donde 11,5 € C tienen parte imaginaria positiva. Entonces

vLy = Loy para algin v € C\ {0} si y solo si existe ( ﬁ Z ) € SLy(Z) tal que:
ati + b
=T
cry +d 2

Demostracién del Lema 4: (=) Supongamos vL; = Ly con v € C\ {0}. Entonces:

(v,v1)z = (1, 72)z



Luego existen a,b,c,d, m,n,p,q € Z tales que:

v = a+bn
Y11 o= c+dn
1 = my+nyn
T2 = pY+qym

Entonces:
v = amy+anym + bpy +bgym
Y1, = cmy + enyt + dpy + dgymy
Luego:
am + bp 1
an+bg = 0
cm+dp = 0
cn+dg = 1
Es decir:

Luego det ( 9 P > = +1. Ademas:
n m

qm +p

_— = T2

nT +m
Pero: )

~(gn+p) (T +m)  (qn|ni|* +mp) + (gmm + pn7)
Ty = =
|nTy + m|? |nTy +m|?
Asi: .
Im(TQ) _ (qm _pn) m<T1)

|nT + m|?

Como Im(7),Im(7) > 0 se concluye que gm — pn = 1.

(<) Supongamos ( Ccl

Z ) € SLy(Z) cumple:

a7‘1+b_
e +d

T2

1

pr——l Entonces:

Tomar v =

aym +by = 1
oy +dy = 1
dTQ —-b = YT1

< ta = 7



Por lo tanto vL; = Lo o

Luego por Corolario 1 y Lema 4 obtenemos:

TEOREMA 4 Los toros complejos C/ L., y C/L,, (donde 71,75 € C tienen parte imaginaria positiva) son

isomorfos si y solo si existe ( CCL Z ) € SLy(Z) tal que:
at1 + b
=T
cT1 + d 2

Observer que en dicho caso se puede tomar como isomorfismo F' : C/L,, — C/L,, el inducido por

G(z) = (e + d)z.

3. Espacio de Moduli de superficies de Riemann compactas de
género 1

Consideraremos 9 el espacio de Moduli de superficies de Riemann compactas de género 1 como el
espacio de clases de isomorfia de toros complejos:

M = {[T] : T toro complejo}

En la seccién anterior vimos que 9t puede describirse completamente usando solo toros de la forma C/L,
donde 7 € C tiene parte imaginaria positiva. Mas atun la igualdad en 92t de dos toros de este tipo se
relaciona con cierta accién de SLy(Z) en H = {z € C : Im(z) > 0}. En esta seccién estudiamos 9N via esta
relacion.

3.1. Sobre la acciéon de SLy(Z) en H y H*
Repasemos algunos hechos sobre esta acciéon:
HecHO 5: El grupo I' = SLy(Z) actia en H via:
a b at +b
( c d ) I—
El niicleo de esta accién es {£1} donde I es la matriz identidad de T'. Asi T = I'/{#1} actiia efectivamente
en H.

HEcHO 6: Si . .
D:{ZGH:—§<R6(2)<§,]2\ >1}




Entonces se cumple:

1. Dos puntos distintos de D no son ['-equivalentes

2. Todo punto de H es I'-equivalente a un punto de D

Se dice por esto que D es regién fundamental de I' (no es universal, en algunos textos se considera D como
regién fundamental de I').

HECHO 7: Los puntos distintos de D que son I'-equivalentes son:

1. 22:21+1=T‘Z1dOHdeRe(zl):_%’l'Zl’ZlyT:<(1) 1)

9. 22__i_5~zldonde—ééRe(Zl)S%a\zll—lys_(? _01>

Ademés I' = (S, T).

HECHO 8: Los puntos z € D con estabilizador no trivial (e.d. |T',| > 2) son:
1. z=idicon Iy ={£I,£S}
2. 2z =" con T, = {+I,£TS,+(TS)?}
3. z=e¥/3 con I, = {+I,+ST, +(5ST)?}

Estos puntos distinguidos de D se llaman puntos elipticos de orden 2,3 y 3 respectivamente. Ademds los
puntos de H con estabilizadores no triviales son justamente aquellos I'-equivalentes a estos tres. Estos
puntos de H también se llaman puntos elipticos y su orden es el orden del punto eliptico en D al cual
corresponden (o equivalentemente el orden de un punto eliptico z € H es |T',/{Z1}|). Asi hay infinitos
puntos elipticos en H pero solo tres no I'-equivalentes.

Por el Teorema 4 el espacio de Moduli 9 es identifica con el espacio de drbitas I' \ H. Pero cuando
se estudia I' \ H se observa que es un espacio topolégico (con la topologia cociente) no compacto. Sin
embargo es posible compactificar ' \ H agregando un punto al infinito. Ademés se puede hacer de forma
que el espacio que resulta sea superficie de Riemann compacta con I' \ H como subsuperficie de Riemann
abierta. Para ello consideramos:

H*=HUQU {cc}

HeEcHO 9: La accion de I' en H se extiende a H* via:

% sireQ,er+d#0

<a b) oo sireQ,er+d=0
=
c d “

& sir=o00,c#0

oo sir=o00,c=0
Ademés I' actia transitivamente en Q U {oo} con lo que:

[olr = QU {0}
PAH" = T\HU {[co]r}

Los puntos de Q U {oo} se conocen como cuspides de I'. También es usual decir que “[oo]r es la cispide

de I'.



3.2. Sobre la estructurade '\ H y I'\ H*

En esta subseccién extendemos la topologia de H a H* y estudiamos los espacio I'\ H y I'\ H*. Primero
definimos como vecindades basicas de co € H* los conjuntos de la forma:

Vi={zeH:Im(z) >} U{cxc}, >0
Y definimos como vecindades béasicas de a € QQ los conjuntos de la forma:

U={zeHl:|z—(a+it)| <t}U{a}, t>0

a

HEcHO 10: Estas definiciones dan una topologia Hausdorff en H* compatible con la topologia de H de
manera que la accién de I' en H* es continua y D U {oo} es compacto.

HeEcHO 11: El espacio I' \ H* con la topologia cociente es espacio topolégico Hausdorff, compacto y
conexo donde I' \ H es Hausdorff, abierto y conexo.

Finalmente damos estructura analitica al espacio I' \ H* de manera que sea superficie de Riemann com-
pacta. Para ello necesitamos:

HecHO 12: Dado z € H existe U vecindad abierta de z tal que TU = U siT € I, y7UNU = O si
T&T,.

Sea ahora [z]r € I'\ H* con z, € H*

1. Si 2y € H no es eliptico entonces I',, es trivial y escogemos U como en el Hecho 12. En tal caso
7|y : U — T'\ H* es homeomorfismo sobre su imagen. Tomamos entonces (7(U), 7|;;') como carta
local.

2. Si zg € H es punto eliptico de orden m € {2, 3} entonces consideramos A : HH — D la transformacién:

Z— 20

Az) =

)

Entonces A\I',,\"! es grupo ciclico de orden m de transformaciones de I que fijan el origen. Luego
AL, AL = (p) donde p : D — D esta dada por p(z) = €*™/™z. Tomamos U = A~ (B(0,¢)) con
0<e<ldemaneraque U CHyrUNU =0 sit ¢TI, (usar Hecho 12). Luego como B(0,¢) es
estable bajo A\I',,\~! entonces U es estable bajo I',,. Ahora como f : B(0,¢) — B(0,&™) definida por

8



1

f(z) = 2™ respeta la acciéon de A\[',)\~! entonces desciende a una funcién F : AT, \ B(0,e)A~! —

B(0,e™) que es un homeomorfismo. Asi tenemos el diagrama conmutativo:

U A~ B(0,¢)

= | T
m(U) —= T2y \ U —= AT A1\ B(0,€) — B(0,e™)

donde las flechas horizontales son homeomorfismos. Luego existe homeomorfismo ¢ : w(U) —
B(0,e™) tal que ¢ o m(z) = A(z)™. Tomamos entonces (m(U),¢) como carta local (centrada en

[20]r)-

3. Si zg = oo entonces tomamos U = {z € H : Im(z) > 2}. Se observa que TU N U = O si y solo si

T::I:(l m) (e.d.siysolosiTEFOO)puessiT:(CCL

0 1 con c # 0y 7z € UNTU entonces:

b

d
Im(z) 1 1

I pr—

m(72) ez + dP? = JePIm(z) = 2|

lo que es imposible. Ahora definimos U* = U U {c0} y tomamos ¢ : U* — B(0,e~*") dada por:

W(z) = e sizelU

N 0 siz=o0

Entonces 1 es continua y respeta la accién de I', luego desciende a una funcién ¥ : I'y, \ U* que es
un homeomorfismo. Asi tenemos el diagrama conmutativo:

U
TN
m(U*) ——T,, \U* ?B(O,e*‘“)

donde las flechas horizontales son homeomorfismos. Luego existe homeomorfismo ¢ : 7n(U*) —

2miz :
B(0,e7™) tal que ¥ o m(2) = { c stzel . Tomamos entonces (7(U), 1)) como carta local.

0 si 2z =00
TEOREMA 5 FEl atlas anteriormente definido es un atlas complejo que dota a T'\ H* de estructura de

superficie de Riemann compacta de género cero. Ademds I' \ H es subsuperficie de Riemann abierta de
[\ H*.

En conclusion podemos considerar el espacio de moduli 99 como superficie de Riemann no compacta que
se puede compactificar por un punto a una superficie de Riemann compacta de genero cero.
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